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抽象。动态几何系统在数学教育中得到了积极的推广，因为它具有全面提
高技术社会所需的核心数学素养的潜力。动态拖动几何元素以比较和发现
关系的能力，以及控制运动和观察轨迹的能力，使动态几何系统成为强大
而高效的数学学习工具。本文主要研究动态几何系统在中学数学探究教学
中的应用。具体来说，为学生设计了一个名为"用NetPad数学绘制花朵"的
探究式学习活动，研究玫瑰曲线的一个特征，即花瓣数与玫瑰曲线方程系
数的关系。通过用NetPad依次对方程式ρ   =   A  ∙   cos(nθ)和  ρ  =   A  ∙   cos(nθ)  +   B

进行建设性的绘图，然后观察、推理、验证和表达，学生可以近距离体验
完整的数学知识生成过程，进一步提高学生的创新意识和实践能力。

玫瑰曲线ꞏ动态几何ꞏNetPadꞏ基于探究的学习关键词：

1简介
作为一种形状多样的闭合曲线，玫瑰曲线自18世纪意大利数学家吉多ꞏ格兰迪首
次研究以来就吸引了人们。此外，玫瑰曲线的数学性质和美丽已经在当前的工业
操作中得到了实际应用，例如轨道成形压制、绳索编织、扫描和编织【1,2】。
因此，关于玫瑰曲线的话题逐渐引起了中学数学教育，特别是探究式数学教育的
关注。
探究式数学学习活动是指以学生为中心、以教师为导向的数学教学范式，旨在通
过密切体验数学知识的生成过程，进一步培养学生的创新意识
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数学知识，即发现并提出有意义的数学问题，做出合理的数学假设，给出解决问
题的计划，并用数学方法论证结论【3­5】。根据文献检索，基于探究的玫瑰曲
线学习活动主要是利用物理工具或信息技术进行的。例如，高[6]提出了一个STE
M案例，引导学生探索并物理绘制一条4花瓣的玫瑰曲线；徐[7]提出了一个案例
，通过数学探索方程  ρ   =  A  ∙  sin(nθ)的花瓣数和系数n之间的关系软件；而Tuyetdo
ng[8]通过在动态几何系统中绘制各种玫瑰曲线来进一步扩展探索。在高的案例中
很好地展示了4瓣玫瑰曲线的数学性质，并建议学生按照同样的探索方法进一步
绘制其他玫瑰曲线，这是应用玫瑰曲线的一个很好的例子，但不是探索各种玫瑰
曲线的有效方法，因为它的存在拉丝成本相对较高。而在徐和图耶东的案例中，
通过观察不同的图形来探索玫瑰曲线的性质，并且可以通过引入方程并在动态几
何系统中操纵变量来快速绘制图形；尽管信息技术有助于节省更多的努力，但跳
过过程和改变变量后直接显示结果，使得曲线的数学性质被隐藏，信息技术工具
的好处没有充分利用来影响学习行为【9­11】。

事实上，动态拖动对象以比较和发现关系，同时保持对象的几何约束不变的能力
使动态几何系统成为强大的数学学习工具。此外，用户可以与几何对象进行交互
，并立即收到对其行为的视觉响应；这种交互有利于理解，可视化学生的想法和
确认或伪造他们的假设的即时反馈将使解决问题更有效【12,13】。因此，动态
几何系统的可用性允许使用玫瑰曲线的属性来绘制它们的一些建设性方法。特别
是NetPad作为一个设计良好的动态几何系统，已经被中学生和教师广泛接受，技
术接受门槛相对较低；而且基于浏览器的动态几何系统可以从各种终端访问，这
使得NetPad成为一种方便易用的学习工具工具【14­16】。

因此，本文着重研究动态几何系统在中学探究式数学教学中的应用。以“用NetPa
d数学绘制花朵”为主题的探究式学习活动，旨在研究玫瑰曲线的特征，即花瓣的
数量。通过用NetPad绘制方程的建设性图形，然后观察、推理、验证和表达，希
望学生能够近距离体验数学知识的生成过程，进一步培养学生的创新意识和实践
能力。在学生对极坐标和直角坐标中余弦曲线的先验知识基础上，本活动设计为
以下四个部分。

2玫瑰曲线的第一印象
一开始，教师可以分配一个桥接任务，即观察和收集学生在现实生活中遇到的花
朵形状，期望他们可以提取
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几种类似玫瑰曲线的基本形状。然后，介绍玫瑰曲线作为学生数学绘制具有所需
花瓣数量的花朵的工具。与其直接给出玫瑰曲线的静态图形或方程，更引人注目的是通过在NetPad中构建
的阶梯模型来呈现一条4瓣玫瑰曲线的生成过程，从而激发学生的后续学习。如
图1所示，圆O的半径OA和OB相互垂直，段CD,  CE和OF分别为垂直于段OA、O
B和  ED，则点F沿  O圆拖动点  C形成的轨迹为4瓣玫瑰曲线。

图1。通过拖动点  C动态生成4瓣玫瑰曲线

在模型的基础上，学生有机会创造性地尝试并找到如何通过调整模型来改变花瓣
的数量，例如如果圆O的半径  OA和OB是什么彼此不垂直。然后，鼓励学生在极
坐标中找到曲线的方程。以点  O为极点，OA为极轴，̸  AOF  =  θ，得到
OF  =  OD  ∙   cos(θ)   =并不难。显然，段  OA的长度和  θ的系数是影响图的关键。因
此，学生们会被激励去看看我们是否可以根据公式ρ  =  A∙sin(kθ)绘制具有不同花
瓣数量的花朵。

3用NetPad进行建设性绘图
3.1激励学生根据现有知识进行猜测
由于直角坐标中的正弦曲线对应于绕圆运动的点的水平坐标和中心角，因此可以
建立一个模型，直观地动态地显示正弦曲线的生成过程。如图2所示的课件2所示
，点A沿单位圆  C移动，点  C ′以点  A的中心角值的速度沿x轴移动，直线  A   l1通过点
C ′并垂直于x轴，l2通过点  A并为
1https://www.NetPad.net.cn/resource_web/course/#/479130。
2https://www.NetPad.net.cn/resource_web/course/#/494350。
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{
x = A · cos(ωθ + ϕ) · cosθ
y = A · cos(ωθ + ϕ) · sinθ (1)

x A
2 cos((ω 1)θ ϕ) cos((1 ω)θ ϕ)

与x轴平行，然后，由点  A和  O′驱动的交叉点  B的轨迹就是正弦曲线，它可以通过
动画功能一点一点地出现。通过回忆上述已有的知识，学生可能会自然而然地想出一个合乎逻辑的想法：极
坐标方程的图是否可以由一些点以某种形式移动来构造？

图2。在直角坐标中构造性地绘制正弦曲线

3.2分析方程式
学生可以直接分析方程式ρ  =  A ∙ sin(kθ)，或在进行一些转换后进行分析。因为
ρ   =  A∙sin(kθ)   =   A∙cos(kθ  −π/2)，我们知道  ρ  =  A∙sin(kθ)和  ρ  =   A   ∙  cos(kθ)都可
以用来指定玫瑰曲线，更一般化的形式是  ρ   =  A  ∙  sin(ωθ  +   ϕ)或
  ρ  =  A  ∙  cos(ωθ  +   ϕ)。为了更简单的计算，请参考以下部分，这里我们建议学生采用极坐标方程  ρ  =   A   ∙  cos(ωθ  +  ϕ)。由于学生对直角
坐标系比较熟悉，他们可能想知道如果将极坐标方程ρ   =   A∙cos(ωθ+ϕ)转换为直
角坐标系中的参数方程会发生什么，即：

经过简单的三角变换后，式。（1）组织成：

⎨⎪⎩ y=A 2[sin((ω+1)θ+φ)+sin((1­ω)θ­φ]有趣的是，出现了两个圆周运动的参数方程
，如等式所示。（3）和等式。（4）。两个圆周运动具有相同的半径，不同的
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⎧⎪⎨
⎪⎩
x = A

2 cos((ω + 1)θ + ϕ)

y = A
2 sin((ω + 1)θ + ϕ)

(3)

⎧⎪⎨
⎪⎩
x = A

2 cos((1 − ω)θ − ϕ)

y = A
2 sin((1 − ω)θ − ϕ)

(4)

移动速度和不同的短语角度。也就是说，方程  ρ   =  Aꞏcos(ωθ  +  ϕ)的图形是由两
个不同圆周运动中的一个点形成的。

3.3构建模型
根据Eqs的几何意义。(3)和（4），学生可以创造性地构建一个模型来演示一个
点在NetPad中由两个圆周运动驱动的运动。提示是平面中两个圆周运动的相对位
置。当点运行在彼此不在的两个圆上时，连接这两个点的线段的中点满足我们的期望
；但由于缩放效应，图形的大小似乎不正确。如图3所示的课件3所示，点  A1和  A2

分别设置为根据等式移动。(3)和（4），则段  A1A2的中点  M的轨迹是一条4瓣玫瑰
曲线，但在相应方程指定的图的一半大小。

图3。基于分离圆周运动的模型

然后，学生可以考虑包含切线圆周运动的模型。如图4所示，当  O2圆从外部或内
部沿O1圆作切线运动时，  O1圆上的定点  A也作圆周运动；如果定点固定A点也沿
着  O2圆移动，然后  A点通过两个圆周运动驱动，而  A点的运动正是我们需要的。
显然，无论外部相切
3https://www.netpad.net.cn/resource_web/course/#/533753。
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圆周运动或内切圆运动，运行圆心的运动很重要，因此切圆运动可以分为割圆运
动，如图4所示。

图4。基于切向圆周运动的模型
更具体地说，外部和内部运动可以是有或没有滑动的滚动。对于没有打滑的情况
，它可能并不总是绘制玫瑰曲线。实际上，这个模型是阶梯模型的关键，学生可
以在这次探究式学习活动之后，尝试找出隐藏在阶梯模型中的两个圆周运动，然
后，根据阶梯模型，按照花瓣数的规则，绘制出各种玫瑰曲线。
对于两个正切圆周运动的模型，如图5中的课件4所示，点O2根据公式沿  O1圆移
动。（3），点A沿着圆  O2根据等式移动。（4），点A的轨迹是由方程规定的曲
线，具有特定参数。

图5。一种基于割线圆周运动的模型

3.4参数设置
在初步几何构造的基础上，我们将通过观察、分析、表达参数A、ω、  ϕ的范围和
几何意义，进一步设置相应的动画参数。
4https://www.NetPad.net.cn/resource_web/course/#/533774。



128 J. Li et al.

显然，“A”的值是指两个圆的半径之和或距离极点最远的距离，所以“A”可以是
任意实数。当  x   =   (kpi  − ϕ)/ω时达到极值A或−A，其中(k   ∈ Z)；一个极值对应
于花瓣。整个图从极点轴向延伸，参数A增加，参数“A”只影响图的大小。
使用不同的“ϕ”，点开始在不同的位置移动，导致整个图形以特定角度围绕极点
旋转。同时，通过回忆直角坐标系中余弦曲线的相关知识，学生可以得出参数“
ϕ””决定初相的相角  ϕ/ω和“φ”可承受数的结论。因此，根据  “ϕ”,  −ϕ/ω的曲线旋转
为  −ϕ/ω的一个角，并且  “ϕ”不影响整个图的形状。
通过观察不同“ω”的构造，学生将发现点以不同的速度运行，并且出现不同数量
的花瓣。参考直角坐标系中余弦曲线的周期（周期长度为  2pi/ω，周期间隔为
  [−ϕ/ω   +   2kpi/ω、  (2pi  − ϕ)/ω  +  2kpi/ω)]、(k   ∈ Z)和  ω   ∈R），学生可以设置
θ   ∈ [−ϕ/ω、(2pi  − ϕ)/ω)、  θ  ∈ [−ϕ/ω、  (2pi  − ϕ)/ω   +  2pi/ω)…以查看
ρ   =  A  ∙  cos(ωθ  +  ϕ)的图形。

图6。不同时期对应的花瓣

如图6所示，一个时期有“两个完整的花瓣”，两个时期有“四个”，三个时期有“六
个”......。由于玫瑰曲线是闭合曲线，如果在  Q  *  2pi的区间内只有P个完整周期
(2pi/ω)，那么玫瑰曲线是闭合的（其中P和Q是不可约整数）。也就是说，
P  ∗ 2pi/ω  =  Q   ∗ 2pi，即ω   =   P/Q；并且“ω”应该设置为极方程图的有理数
ρ   =  A  ∙  cos(ωθ  +  ϕ)，也可以表示为ρ   =  A  ∙  cos(  PQ θ   +   ϕ)。根据上述分析，学生可
以选择自己的模型，我们得到包含“两个正切圆周运动”的模型和相应的参数范围
，如图7所示的课件5。在模型的基础上，学生可以进一步挖掘玫瑰曲线最具特征
的特征，即花瓣的数量，从而根据自己的喜好数学地绘制各种花朵。

5https://www.NetPad.net.cn/resource_web/course/#/536844。
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图7。“正割圆周运动”模型
4探索特色功能­花瓣
4.1绘制更多玫瑰曲线，观察和总结
在上述构造的基础上，学生可以通过拖动滑块来绘制更多的图形，并观察系数与
花瓣数的关系，如图8所示。

图8。各种花瓣的玫瑰曲线
以下事实很容易得到：

ꞏ当P/Q为整数时，花瓣彼此不部分重叠；当P/Q为分数时，花瓣彼此部分重叠。
ꞏ当P/Q为奇数时，有P个花瓣，当P/Q为偶数时，有2P个花瓣。
ꞏ对于分数P/Q，当P和Q中只有一个是偶数时，有2P花瓣，当P和Q都是奇数时，
有P花瓣。
为了找出原因，我们可以以方程  ρ   =   A   ∙   cos(   PQ θ   +  ϕ)为例列出每个峰的极坐标。
所有峰编号为0至2P­1；
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当θ  =  −ϕ/ω、(pi  − ϕ)/ω、  (2pi  − ϕ)/ω、(3pi  − ϕ)/ω、（4pi­ϕ)/ω…；各峰的极坐
标可以列为(A,   − ϕ/ω),(­A,(2pi­ϕ)/ω)）,(A,  (3pi  − ϕ)/ω)),(­A,(4pi­φ)))/ω)...。此外，
在极坐标系中，具有负半径的点与具有相同正半径的点完全相同，但与极的方向
相反，即(−a,  θ)与
(a,θ   +  pi)。因此，我们的玫瑰曲线峰值列表可以组织到表1中。显然，对于偶数P
,Q只能是奇数，且最后的P个峰与前P个花瓣不重叠；对于奇数P,Q可以是偶数也
可以是奇数，当Q为偶数时，最后的P个峰与前P个花瓣不重叠，当Q为偶数时，
Q为奇数时，Q可以是奇数奇数，最后P个峰与前P个花瓣重叠。同时，学生可以
找到整个图周期的规律，即当P和Q中只有一个为偶数时，周期为  2Q  *π，或者周
期为  Q  *π。 表1。峰列表

4.2提出新问题
在分析参数  P和Q的影响后，我们可以根据规则绘制具有期望花瓣数的花朵。然
而，似乎我们可以画任何花，但花瓣彼此不部分重叠，花瓣数是偶数，而不是四
的倍数，如六瓣，十瓣等（图9）。我们要再走一步吗？当然，但我们需要回到
最开始的地方，也就是方程式。
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⎪⎨ x = A
2 [cos(( PQ + 1)θ + ϕ) + cos((1 − P

Q )θ − ϕ)] + B · cosθ
y = A

2 [sin(( PQ + 1)θ + ϕ) + sin((1 − P
Q )θ − ϕ)] + B · sinθ

(5)

图9。无法根据方程式  ρ   =   A  ∙   cos(ωθ   +  ϕ)生成花朵
5绘制广义玫瑰曲线
由于  y   =   A  ∙  cos(ωx  +   ϕ)在直角坐标系中更广义的形式是  y  =   A  ∙  cos(ωx   +  ϕ)  +   B，
因此我们受到启发，探索极坐标系中更广义的余弦曲线ρ   =   A  ∙  cos(ωθ  +  ϕ)  +   B

。
5.1分析和绘图方程式ρ   =  A  ∙  cos(ωθ  +  ϕ)   +  B

第一步也是分析方程，找出极坐标方程  ρ   =   A   ∙  cos(ωθ  +   ϕ)  +  B的图是否由某些点
以某种形式移动生成。通过将其转换为直角坐标形式、转换和组织，极坐标方程
  ρ   =  A  ∙  cos(ωθ  +  ϕ)  +   B被转换为以下形式：

根据方程，图形由三个不同圆周运动的总和驱动的点生成，并且圆周运动具有不
同的半径、移动速度和相位角。根据以往的探索经验，或者参考生活中发生的三
个圆周运动的场景，如月球绕地球运行，它们一起绕太阳运行，学生可以构建如
图10所示的模型6：利用Ne提供的动画功能垫，点O2根据浅绿色公式移动，点  O3

根据深绿色公式移动，点A根据橙色公式移动，其中  A  ∈ R,  B  ∈ R,  P  ∈ N、Q ∈ N和
ϕ   ∈ [0,  2pi)。

5.2观察并总结参数的影响
基于上述构造，显然花瓣的长度为A  +  B或  A   − B，其恰好对应于方程式
ρ   =  A  ∙   cos(ωθ  +  ϕ)  +  B的极值。有趣的是，如果  |A|  >  |B|在不同的方向上产生了
小花瓣，那么学生就会被激励去观察并对A和B如何影响花瓣进行分类讨论。由
于参数B仅决定曲线的大小，因此它可以是实数。
6https://www.NetPad.net.cn/resource_web/course/#/496307。
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图10。根据公式  ρ   =  A  ∙  cos(ωθ  +  ϕ)  +   B的模型（在线颜色图）

ꞏ|A|  <   |B|：花瓣不是在一点上聚集在一起，而是向内连接一个直径为|A­B|的圆圈
，向外连接一个直径为|A  +   B|的圆圈，如图11所示。

图11。当|A|<|B|时的情况

ꞏ|A|  =  |B|：花瓣聚集在一个点上，向外连接一个直径为  A   +   B的圆圈，如图12所
示。
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图12。  |A|  =  |B|时的情况

ꞏ|A|  >   |B|：有较小的花瓣和较大的花瓣，所有花瓣聚集在一个点上，但较小的花
瓣向外连接一个直径|A­B|的圆圈，而较大的花瓣向外连接一个直径  |A  +   B|的圆圈
，如如图13所示。此外，当  B   =   0时，所有花瓣的大小都相同，这正是
ρ  =  A  ∙  cos(ωθ  +  ϕ)的情况。

图13。当|A|>|B|

在以上基础上，学生可以通过绘制各种玫瑰曲线图进行观察和总结，最后得出表
2所示的结论。通过这个探索过程，他们可以数学地画出具有所需花瓣数量和形
状的花朵。
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表2。花瓣数量和形状的规则

*对于P、Q、A、B的不同值，花瓣数（蓝色）不同

6结论
本次学习活动探讨了花瓣数与方程参数之间的对应关系，通过在信息技术的支持
下，亲身体验课堂中发现数学知识的全过程，学生不仅掌握了具体的数学知识，
还发展了自己的数学学习和探索技能。
具体来说，在学生对直角坐标系中构造性地绘制余弦方程方法的先验知识基础上
，鼓励他们以类比、联想和创新能力，建设性地绘制极坐标方程
  ρ   =   Acos(ωθ  +  ϕ)，从而理解直角坐标系中参数的几何意义通过构造性操作，学
生可以直观而深刻地理解极坐标方程；此外，通过绘制多条玫瑰曲线，学生可以
观察、总结、表达和验证花瓣的规律；同时，提出了一个新的问题，即仍然存在
一些图形通过逻辑推理的猜测，激发学生在NetPad中用类似的构造方法绘制极坐
标方程ρ  =  Acos(ωθ  +  ϕ)，最终得出更完整的花瓣规律结论。最后，学生通过数
学方式绘制出具有所需花瓣数的各种花朵，从而体验数学家发明或发现新知识的
思维和过程，进一步发展创新意识和实践能力。

同时，信息技术作为数学探究学习的有益工具，为学生积极发现和探索问题提供
了一个非常理想的环境。与本活动一样，学生可以创造性地绘制和设置不同的圆
周运动来绘制ρ  =  Acos(ωθ  +   ϕ)的图形，通过拖动变量滑块方便地观察各种图形
，并快速重建模型来绘制ρ   =   Acos(ωθ  +   ϕ)  +   B的图形。此外，学生可以在本活
动后探索梯子模型中的两个圆周运动，并在梯子模型的基础上进一步绘制各种玫
瑰曲线。因此，学生在NetPad上做数学实验，就有了更大的空间去实践或实现自
己的想法，从而获得真实的数学经验，而不是抽象的数学结论。NetPad是一种与
数学学科密切相关的信息技术，在抽象思维与视觉思维、动手操作与脑力劳动、
独立思考与合作交流等方面取得了平衡，使数学学习更加完整

P/Q=整数
无重叠花瓣
P/Q=分数
重叠的花瓣

P/Q值
P/Q=奇数
P/Q=偶数
P=奇数&Q=奇数
P=偶数或Q=偶数

|A|=<|B|
P花瓣
P花瓣
P花瓣
P花瓣

|A|>|B|
2P花瓣
2P花瓣
2P花瓣
2P花瓣

|B|=0
P花瓣
2P花瓣
P花瓣
2P花瓣
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认知过程。此外，信息技术的使用并没有掩盖思维过程，而是建设性地剖析了几
何原理，进一步使其成为STEM教育的适当基础。
未来，我们将进行正式的实证研究，与传统的探究式数学学习进行比较，定量分
析信息技术对探究式数学学习的具体影响，并准确评估学生的学习成果。

致谢。这项工作得到了广州大学全日制研究生创新研究（编号：2022GDJC­M34）、中国
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