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　　摘　要　反演变换功能是网络画板软件特有的功能,笔者利用这项功能在某次市级期末联考中命制了

一道立意深远、影响较大且具有较高区分度的新定义综合题．本文介绍了该题的命制过程．
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　　«义务教育数学课程标准(２０２２年版)»指出,
应合理利用现代信息技术,提供丰富的学习资源,
设计生动的教学活动．网络画板软件是基于动态

几何技术、智能推理技术、符号运算和网络交互技

术开发的国内第一款互联网环境下的专业理科教

学工具,正日益受到中小学数学教师的青睐,使用

越来越广泛．去年期末,笔者有机会为某一设区地

级市九年级学生期末测试命制试题,在倒数第二

题的命制中,充分利用网络画板软件的反演变化

功能,命制了一道立意深远、影响较大且具有较高

区分度的新定义综合题．现结合命制过程,求教于

同行专家．
１　 反演 概 念 及 网 络 画 板 软 件 反 演 变 换

功能

　 图１

平面上的反演变换,
即给定一个以O 为圆心、r
为半径的定圆,设P 为不

同于O 的一点,则P 的反

演点定义为射线OP 上的

一点P′且OP􀅰OP′＝r２．
圆心O 称为反演中心,r称为反演半径,圆O 称为

反演圆(图１)[１]．
网络画板软件作为一款新型动态图形软件,

和老牌图形软件几何画板相比,具有更强的功能

和更人性化的操作．特别是在几何变换功能中,除
了常见的轴对称变换、平移变换和旋转变换外,网
络画板还增添了反演变换功能．在点击反演菜单

后,再点击点P 和 ☉O,点P 的反演点P′就会自

动产生,拖动点P,点P′也会随之移动,并且时刻

满足等式OP􀅰OP′＝r２．
２　 命题准备

２．１　 命题方向

根据命题双向细目表,本张试卷一共需要命

制２８道题,其中第２７题(倒数第二题)计划命制

一道将圆与相似或三角函数应用结合的综合题．
经过命题组内讨论,有别于前几年的传统命题方

式,决定将新定义问题作为载体来考查学生对圆

及相似或三角函数应用相关的知识的掌握程度．
２．２　 新定义试题概念的界定

经过查阅相关资料,命题组成员讨论后对于

新定义试题概念的界定取得了一致:新定义试题

按照其定义,就是指遵循一定的数学规则,在试题

中展示学生以往学习过程中没有见过的新运算、
新符号、新图形、新变换、新函数或新方法等内容,
要求学生通过阅读命题者所提供的材料将上述新

知和以往所学的知识进行联系建构,并在新的定

义或规则下解决相关问题．新定义试题一般分为

两个部分:第一部分展示新的定义,第二部分呈现

相关问题要求学生解决．
２．３　 确定命题内容

　 图２

本题考查的内容是圆

的相关知识．命题组经讨

论决定引入反演变换的相

关概念作为试题新定义的

主要载体．定义如下:
定义　如图２,☉O的

半径为r,若点P′在射线OP 上,且OP􀅰OP′＝
r２,则称点P′是点P 关于 ☉O 的“反演点”．
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３　 命题过程

３．１　 新定义框架下的探索

命题组确定了新定义框架后,笔者使用网络

画板软件绘制了如图１所示图形,而后使用软件

拖动点P 进行了一系列的探索．从定义上看,满
足反演变换的三条线段的长度在代数形式上是一

组等积式,圆的半径r是其比例中项．根据其代数

形式,命题组马上联想到的主要是相似,特别是黄

金分割、相似三角形对应边成比例的呈现形式和

这个等积式是一致的．
３．２　 黄金分割 ——— 熟悉的陌生人

根据课程标准,对于黄金分割相关概念的要

求在了解层级．部分教师在教授这个概念的时候

并不重视,对于其内在的数形结构没有进行更深

入的揭示和强化,这也导致了黄金分割的相关概

念对于学生来讲一直是“熟悉的陌生人”．课余笔

者曾经询问过一定数量的学生什么是黄金分割,
许多学生脱口而出是０．６１８,还有学生讲到了黄

金三角形和黄金矩形,但很少有学生能清楚地复

述出黄金分割的正确定义．命题组认为很有必要

把对这个概念的考查在题目中体现出来．因此,题
目的第一小题命制如下:

如图２,设射线OP 与☉O 交于点A,若点P′
是点P 关于 ☉O 的“反演点”,且OP′＝PA,求
证:点P′为线段OP 的一个黄金分割点．
３．３　 由作图探索确定第二小题

笔者在利用网络画板软件进行作图探索时发

现,因为点P 和点P′是关于 ☉O 的反演点,所以

线段OP 和线段OP′的乘积为定值且等于圆半径

r的平方,过点P′作线段OP 的垂线交 ☉O 于点

B,作出半径OB,则有一个等式OB２＝OP􀅰OP′
恒成立,进而可以通过证明三角形相似得到PB
垂直OB于点B,即PB是☉O的切线(图３)．据此

　 图３

第二小题命制如下:
如图３,若点P′是点

P 关于 ☉O 的“反演点”,
过点P′作P′B 垂直OP
于点P′,交☉O于点B,连
接PB,求证:PB 为 ☉O 的切线．
３．４　 第三小题的艰难取舍

在确定前面两个小题后,命题组讨论计划在

第三小题中引入坐标和函数,将整个图形放在平

面直角坐标系内进行观察,通过将点P固定在某一

函数图象上移动来观察其反演点P′的运动规律．
笔者利用网络画板软件在平面直角坐标系中

绘制两条直角边分别为６和８的直角三角形

CDE,作以CE 为直径的 ☉O,在斜边DC 上取点

　 图４

P,连接OP,利用网络画

板软件的反演变换功能,
作出点P 关于 ☉O 的反

演点P′．当笔者用鼠标

在线段DC 上拖动点P,
利用软件追踪点 P′时,
命题组发现点P′的轨迹是一段圆弧(图４),而有

关圆弧与解析几何结合的内容不是初中学段所要

掌握的,因此必须要对图４所涉及的内容进行取舍．
笔者继续利用网络画板软件拖动点P 在平

面内任意移动时发现,其反演点P′也随之移动,
线段OP′的长度由线段OP 唯一确定(☉O半径r
长度不变),而OP 的长度因为点P 在线段CD 上

的限制有最大值和最小值,其中最大值在点P 运

动到点D 处时取得,最小值在点P 运动到OP 和

CD 垂直时的垂足处时取得．由此可以推导出线

段OP′的长度也有最大和最小值,而求相关最值

和平面直角坐标系中的计算相关性不大．因此,经
过讨论命题组最终决定把整个图形的背景从坐标

系内“取出”,并且为了减少考生的书写量,第三小

题用填空题的形式呈现．第三小题最终命制如下:

　 图５

如图５,在Rt△CDE
中,∠E ＝９０°,CE ＝６,
DE＝８,以CE 为直径作

☉O,若点P 为CD 边上

一动点,点P′是点P 关

于 ☉O 的“反演点”,则在

点P 移动的过程中,线段OP′长度的取值范围

是 　　　．
４　 考试结果分析和评价

本题是本地区最近几年期末考试中很少见的

“图形新定义”型试题．按照“情景能力立意,核心

素养导向”的命题原则,要求考生按照“学习新定

义,探索新问题,利用新性质解决新问题”的步骤

即时学习、当场解题,充分要求考生在深刻理解新

定义的基础上,结合黄金分割、相似三角形的相关

性质等知识储备,形成新的能力,解决新的问题．
本题实际测试难度为０．３２,作为一道压轴

题,起到了很好的评价诊断的效果．在考试后很多

教师评价认为本题起点低、入口宽,立意深远,区
分明显,充分考查到了学生即时学习和当场利用

新知识的能力,是一道不可多得的新颖试题．
(下转第６５页)
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性,犯了循环论证的错误．
证法１　∀x１,x２∈ (０,＋∞),x１＜x２,则

f(x１)－f(x２)＝ x１ － x２ ＝
x１－x２

x１ ＋ x２

．又

x１＜x２,x１＋ x２ ＞０,所以f(x１)＜f(x２),

故f(x)＝ x 在(０,＋∞)上单调递增．
剖析 　 证法１通过分子有理化,在判别

f(x１)与f(x２)差的正负性的过程中,只利用了

x１＜x２ 的初始条件和正数的算术平方根为正的

基本事实,故没有犯循环论证的错误．
证法２　∀x１,x２∈ (０,＋∞),x１＜x２,则

f(x１)－f(x２)＝ x１ － x２．假设f(x１)－

f(x２)＝ x１ － x２ ≥０,则 x１ ≥ x２,从而

x１＝ x１􀅰 x１ ≥ x２􀅰 x２ ＝x２,与已知矛

盾,故f(x)＝ x 在(０,＋∞)上单调递增．
剖析 　 证法２运用反证法,结合教材中不等

式的基本性质６(若a＞b＞０,c＞d＞０,则ac＞
bd),与已知条件产生矛盾,从而间接证明 了

f(x)＝ x 的单调性,这是符合教材知识链的,
故没有犯循环论证的错误．

错证２　∀x１,x２∈ (０,＋∞),x１＜x２,则

f(x１)
f(x２)＝

x１

x２

＝
x１

x２
．又x１＜x２,则有

x１

x２
＜１,

于是
x１

x２
＜１,即f(x１)＜f(x２),故f(x)＝

x 在(０,＋∞)上单调递增．
剖析 　 错证２运用作商法来证明单调性,在

通过
x１

x２
＜１得到

x１

x２
＜１的过程中,同样用到了

f(x)＝ x 的单调性,犯了循环论证的谬误．可
类比证法１或证法２进行修正,不再赘述．

数学知识、问题的发现与论证教学是培养学

生求理意识与能力的重要契机．教师在探究示范

教学时,一方面要重视教学内容的节序与法理,引
导学生细致审查推理过程的模糊与可疑环节,努
力克服轻慢与疏忽等心理弱点,做到周密有序、步
步有据;另一方面也要认识到教学内容的阶段性、
未竟性,了解学生长久的学习轨迹,做到线索清

晰、情理兼具,在已有知识无法对新结论进行论证

时,应如教材运用GeoGebra等信息技术,以直观

方式进行演示说明、辅助论证．
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５　 三点思考

５．１　 新定义问题对于维护考试公平优势明显

新定义问题一般都是原创为主,原创试题可

以有效防止学生通过机械训练、疯狂刷题和教师

猜题押题等教学投机行为给评价带来的负面影

响,让全体考生站在同一条起跑线上,从而保证考

试的公平性、严谨性和有效性,有助于选拔出真正

有能力的学生．
５．２　 命题要重视考试的诊断作用

和中考、高考等纯粹的评价性考试不同,对于

期中、期末这一类过程性评价测试,命题者在命题

中更要重视所命制题目的诊断作用．以本题第一

小题为例,命题者在命制过程中注意到了黄金分

割这一教师教学上的“盲点”,将这个概念和新定

义情景巧妙结合,通过考试“倒逼”教师和学生重

视此类相关概念,促使学生去真正理解,有效防止

在今后的教学和学习中出现教而不会、学而不懂

的“滑过”现象．

５．３　 网络画板软件是提升命题质量的重要保障

网络画板软件作为命题辅助工具,其作用不

仅局限于验证命题的真伪和绘制精准的图形．笔
者在平时的命题实践中发现:相比网络画板软件,
几何画板更适合于绘图制卷;而网络画板软件的

作用更多体现在外显命题者的数学思维,在动态

探究中,能够帮助命题者更好地把握数与形的内

在联系,从而命制出高质量的试题．回顾本题的命

制过程,因为题目要用到反演变换,而反演变换功

能正好是网络画板软件特有的功能,利用该软件

先后选中定圆和主动点P,则和点P 关于这个定

圆成反演关系的点P′就直接绘制出来了,拖动点

P,点P′也遵循相应关系运动,这就帮助命题者

抓住运动中的不变量及相等或不等关系,为命制

高质量试题提供了重要的支撑．
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