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记得上小学的时候，就在儿童读物上看到过米老鼠。如今七十多年过去了，

米老鼠的可爱形象长盛不衰，依然吸引着众多的孩子们。

写科普三十多年，有没有为读者奉献一个长盛不衰的小东西呢？

回顾自己的作品里，还真有一个类似的角色。

它是什么呢？原来是一个边长为 1的小菱形，也叫做单位菱形。

1974 年，我在新疆生产建设兵团农二师 21 团场子女校教数学，为了给初二

上的学生讲三角，我把小菱形的面积叫做它的角的正弦。

后来，在 1980 年发表的一篇数学科普文章里，又一次推出了这样的小菱形，

用它的面积定义它的一个角的正弦。

这是一个长达半个世纪的故事。

（一） 事情的缘起

文章引用小学课本上的一幅图，用来说明矩形面积等于长乘宽：

=3×2×1(1 是单位正方形面积）

图 1矩形的面积

接下来让矩形变斜成为平行四边形，单位正方形就成了边长为 1的小菱形，

计算面积的公式就变成了这个样子：

图 2平行四边形的面积



上面的等式右端最后一个东西表示的是"有一个角为α的边长为 1 的菱形的

面积"。为了简便，给它一个名字叫"角α的正弦"，用符号 sinα来表示。

这样就有了一个新的平行四边形面积公式。取一半，就是已知两边一夹角的

三角形面积公式：
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从这个公式可以变出不少花样来。例如，如果三角形的两个角相等，不用画

图就看出两个角的对边相等；又如，把这个式子同乘以 2，再同除以 abc，就立

刻推出有名的正弦定理。正弦定理按课程标准是高中的学习内容，可是高中学了

用处不大。初中一年级如果懂了正弦定理，就带来不少乐趣，对解决几何问题也

就大有帮助。

本来，“正弦”和符号“sin”是三角学的术语，表示多种三角函数中的一种。

早在公元前 2世纪，希腊天文学家希帕霍斯（Hipparchus of Nicaea）为了天文

观测的需要，将一个固定的圆内给定度数的圆弧所对的弦的长度，叫做这条弧的

正弦。经过近两千年的研究发展，科学家又引进了余弦、正切等更多的三角学概

念。现在初中三年级课本上的正弦定义，把直角三角形中锐角的对边与斜边的比

值，叫做这个锐角的正弦，是 16 世纪形成的概念。但是只有锐角的正弦不够用。

为了几何中的计算就常常用到钝角的正弦了，进一步的学习更需要任意角的正弦。

因此到高中阶段，要引进 18 世纪大数学家欧拉所建立的三角函数的定义系统把

正弦与坐标系、单位圆以及任意角的终边联系起来。

按照两百年来形成的数学教学体系，正弦是一个层次较深的概念。即使仅仅

提到锐角的正弦，就要先有相似形的知识。所以要到初中三年级才讲。

但是，初中一二年级的学生，从算术进入几何和代数，正是逻辑思维形成的

关键时期。这时，向他们展示不同类型知识之间的联系以激发其思考非常重要。

三角概念，首先是正弦概念，是形数结合的纽带，是几何与代数之间的桥梁。如

果能够不失时机地在初中一年级引入正弦，使学生有机会把几何、代数、三角串

通起来，进而体会近现代函数思想的威力，岂不妙哉？这些是我在 1974 年在新

疆 21 团农场子女学校教书时开始想到的。

也巧，我注意到“有一个角为 a的边长为 1的菱形的面积”在数值上正好等

于课本上的正弦，而且不论锐角直角钝角都是成立的。信手拈来，就用它引进正



弦，不是大大方便了吗？这样一来，无须到初三，更无需到高中，初一甚至小学

五、六年级都可以讲正弦了。

这样引进的正弦，所联系的几何量不是两千年前引入的弦长，不是四百多年

前引入的线段比，也不是两百多年前数学大师欧拉建议的任意角终边与单位圆交

点的坐标，而是小学生非常熟悉的面积。

这样定义正弦是一次离经叛道。但在客观上，在数学中是成立的。课本上不

这样讲，写在科普读物里却没有错。不但没错，还能让读者开眼界，活思考，提

兴趣，链知识，学方法。

这样的正弦定义，比起初中三年级课本上的定义，至少有四个好处：更简单，

更直观，更严谨（这里直角的正弦为 1，因为它就是单位正方形的面积；课本上

要用极限来解释）,更一般（这里的定义覆盖了锐角、直角、钝角和平角的情形；

课本上只包括锐角）。缺点也有：来晚了。

于是一发不可收拾，单位菱形成为我的作品中的常客。

（二） 三十年的历程

在 1980 年发表的小文“改变平面几何推理系统的一点想法”中把单位菱形

面积叫做正弦，不过是开了一个头。

1982 年，在“三角园地的侧门”文中，正式提出了用单位菱形面积定义正弦。

1985-1986 年，岳三立先生邀我为他主编的《数学教师》月刊写了长篇连载

的“平面几何新路”，更详细地发挥了用单位菱形面积定义正弦的作用。

1989 年，《从数学教育到教育数学》在四川教育出版社出版。这本书杜撰了

“教育数学”的概念（15 年后，即 2004 年，中国高等教育学会增设了“教育数

学专业委员会”)，从单位菱形面积定义正弦出发，展开了设想中的几何推理体

系方案之一。

1991 年 7-10 月，《中学生》杂志连载了我的科普文章“神通广大的小菱形”。

1992 年，四川教育出版社出版了我的《教育数学丛书》，其中《平面几何新

路》书中，用单位菱形面积引入正弦，展开三角。

1997 年，在中国少年儿童出版社出版的《平面三角解题新思路》书中，我将

单位菱形面积定义正弦作为全书的出发点。后来，这些内容收入该社 2012 年出



版的《新概念几何》中。附带说一句，《平面三角解题新思路》是《奥林匹克数

学系列讲座》丛书中的一本，这说明用单位菱形面积引入正弦的主张不仅仅是科

普，它开始进入奥数。

以后近 10 年间，我又多次在科普演讲中一再提起这个小菱形。听众有老师，

有大学生，有高中生，有初中生和小学高年级的孩子和家长。于是我常常想，这

个小菱形能不能更上一层楼，进入课堂，为数学教育的发展做出贡献？

有的老师说，这样引进正弦很有趣。不过，讲讲科普可以；在数学课程里这

样讲，就要误人子弟了。

我理解，他是怕这样会影响成绩，分数上不去。

2006 年，我在《数学教学》月刊发表了“重建三角，全盘活——初中数学课

程结构性改革的一个建议”一文，大胆地提出能不能用单位菱形面积引入正弦的

办法让初中一年级学习三角。我国著名数学教育家张奠宙先生当即发文“让我们

来重新认识三角”回应，热情支持，对“用单位菱形面积引入正弦”给以高度评

价，还提出了有关教学实验策略的宝贵建议。

张奠宙先生看得很远。他在 2009 年出版的《我亲历的数学教育》一书中回

顾此事时写道：“如果三角学真的有一天会下放到小学的话，这大约是一个历史

起点”。

2007 年，我的更详细的"三角下放，全局皆活——初中数学课程结构性改革

的一个方案”一文在《数学通报》1-2 期连载刊登。

真要改革数学课程的结构，只有顶层设计远远不够。老师需要可以操作的方

案。为此，我写了《一线串通的初等数学》，由科学出版社在 2009 年出版。这

是《走进教育数学丛书》中的一册。

这本书里，提供了两个具体教学设计。一个是直接用单位菱形面积引入正弦；

另一个是用半个单位菱形（也就是腰长为 1的等腰三角形）的面积。前者如上面

所述，是导出一个平行四边形面积公式，取一半得到三角形面积公式，由此展开。

后者则直接奔向三角形面积公式。两者本质相通，风格不同，前者更直观，后者

较严谨。

2012 年，王鹏远老师和我合写的《少年数学实验》在中国少年儿童出版社出

版，其中把单位菱形面积引入正弦的过程用动态几何图像来表现，设计成一次数

学实验活动。王老师还亲自为初中生做了有关的科普讲座。



（三） 从科普渗入课堂

经过三十年的发酵，在课堂上产生后进入科普的用单位菱形面积定义正弦的

想法，终于从科普开始渐渐回归又渗入课堂。

从互联网上看到，有些大学生、硕士生的毕业论文里，提到他们把单位菱形

面积定义正弦的想法在高中做了教学实验，引起高中同学和老师的兴趣。

我下载了华东师大 2008 年的一篇教育硕士论文“高中阶段‘用面积定义正

弦’教学初探”。作者王文俊是在高中教师岗位上进修攻读硕士学位的。他利用

假期补课中的三节课（每节 35 分钟），为无锡市辅仁高中高一、高二的 4个班

198 名学生讲了用单位菱形面积定义正弦的有关内容，对教学效果和学生的想法

做了详细的调研分析，还了解了十几位教师的看法。

论文作者在研究结论中认为：“总的看来，学生、教师均对用面积定义正弦

持欢迎态度。与以往比较呆板枯燥的定义相比，新定义出发点别具一格，体系的

走向简洁易懂，学生易于接受也就在情理之中了”。

具体的统计数据表明，在高一学生中，有 53％认为用单位菱形面积定义正弦

更容易理解和接受，认为初中课本上的定义更容易理解和接受的则为 18%；其余

29％认为两者差不多。认可新定义的占 82%。

而在高二的学生中，认为用单位菱形面积定义正弦更容易理解和接受的为

36%，认为初、高中课本上的定义更容易理解和接受的则为 19%；其余 45％认为

两者差不多。认可新定义的总数仍有 81%，但对新定义的热情远低于高一的学生。

论文作者分析，这是由于“先入为主”之故。高二的学生在高一阶段学习和应用

传统的定义有 22 个课时了；高一学生的三角知识仅仅是初三学的那一点，对新

的定义印象相对来说更深一些。

不论如何，科普内容刚进课堂就有如此的影响，还是令人难免有喜出望外的

感觉。

这篇论文里还提到，台湾省台北县江翠国中陈彩凤老师曾经给资优班学生讲

过用单位菱形面积定义正弦的三角体系，获得学生热烈回响。可惜未能见到有关

的研究论文或报告。



做过有关教学实验的，还有青海民族学院数学系的王雅琼老师。她的文章

“利用菱形的面积公式学习三角函数”刊登于 2008 年 11 期的《数学教学》月刊。

从内容上分析，是针对高中数学教学的。

继续前面的话题。既然高一学生比高二学生更喜欢用单位菱形面积定义正弦，

是不是初中学生学习新的定义效果更好呢？这更重要。希望初中一年级的学生能

够领略三角学，并且由此把三角、几何和代数串联起来，正是引入这个小菱形的

初衷。

第一位吃螃蟹的是宁波教育学院的崔雪芳教授。她与一位有经验的数学教师

合作，于 2007 年底在宁波一所普通初级中学初一的普通班上了一堂“角的正弦”

的实验课。实验的结果写成“用菱形面积定义正弦的一次教学探究”一文，也发

表于《数学教学》2008 年 11 期。

那么，初一普通班的学生能不能学懂正弦呢？

文章得出的结论说，“初步结果显示，学生可以懂。三角和面积相联系，比

起直角三角形的‘对边比斜边’定义更直观，更容易把握。”

文章介绍了这一节课的教学设计，“菱形面积定义正弦”教学效果的形成性

检验；最后在“教学反思”中说，用菱形面积定义正弦能够“降低教学台阶，学

生掌握新概念比较顺利”;“克服了以往正弦概念教学中从抽象到抽象的弊

端”;“教学引申比较顺利，变式训练的难度大大降低，学生在学习过程中始终

保持浓厚的兴趣，对后续学习产生了强烈的期待，学习的动力被进一步激

发”;“这种全新的课程逻辑体系将有利于学生‘数、形’融合，使后续学习的

思维空间得到整体的拓展”;“在三角、几何、代数间搭建了一个互相联系的思

维通道”。

崔教授的实验研究没有就此止步。她接着又组织了宁波市 4所初中的 7个班

进行实验。这 4所学校分别代表了宁波城区生源较好学校、生源一般学校、城乡

结合部学校和城区重点学校 4种类型。经过两年对不同生源结构班级的实验以及

教师、专家访谈，得到的结论是：在初一“以‘单位菱形面积’定义正弦引进三

角函数是可行的；用面积方法建立三角学有利于初中学生构建三角函数直观的数

学模型，形成多方面的数学学习方法，多角度把握‘数学本质’”;“‘重建三

角’的学科逻辑十分有利于中学生的数学学习”。

这两年实验的较详细的总结，写成论文“数学中用‘菱形面积’定义正弦的



教学实验”,于 2011 年 4 月发表于《宁波大学学报（理工版）》24 卷 2 期。文

章建议，“把用‘菱形面积’定义正弦编入地方或校本课程，做进一步的实验”。

后来，崔教授就此主题继续实验研究，完成了浙江省教科规划课题《基于初

中数学“用菱形面积定义正弦”教学实验“重建三角”教学逻辑的策略研究》的

研究，该课题于 2012 年 3 月结题，获宁波市教科规划研究优秀成果二等奖，又

发表了几篇文章。期间她编写了《换一种途径学三角》的读本作为实验教材，在

宁波市几所中学进行了不同程度的教学实验，从一节课发展到六节课，组织了多

次针对性的教学分析和研讨，获得了一批第一手的研究资料。

在我国做教学改革实验，统考成绩如何这个坎是绕不过去的。单位菱形定义

正弦从科普进入课堂，作为校本、补充、教学实验看来都没有问题了。但如果正

式进入教学以取代原有体系中某些相应内容，就有了统考成绩如何的风险。你学

这一套，统考是原来的一套，学生能适应吗？家长能放心吗？校领导以及上级部

门敢负责批准你做这个实验吗？

在广州市科协启动的千师万苗工程项目支持下，广州市海珠区的海珠实验中

学大胆尝试，进行了贯穿初中全程的“重建三角”教学实验，使得在科普读物中

流转 30 年的"用单位菱形面积定义正弦”第一次光明正大地进入课堂。

2012 年 6 月，海珠实验中学设立了“数学教育创新实验班”，生源主要是数

学相对薄弱但语文、英语等成绩尚可的学生，入学分班平均分实验一班 62.5 分、

实验二班 64 分。两个实验班共有 105 名学生，其中实验一班还有 4名阿斯伯格

综合症的学生和 10 名小学鉴定为较差的学生，两个实验班的数学课由青年教师

张东方担任。

实验班不直接使用统编的数学教材，而是将上面提到的科普读物《一线串通

的初等数学》的主要内容与人教版数学教材上的知识点进行整合，形成一种新的

体系结构。新体系中有 90 节课是根据我那本书的内容设计的，这 90 节课主要分

布在初一下到初三上这 4个学期，其余 270 课基本上按课本的内容来讲。当然不

可避免会受到那 90 节课的影响。

从面积出发引进正弦的效果，前面叙述的教学实验结论中已经讲了。在这次

更多课时更为正式的教学试验中，效果就更明显。七年级下学期引入菱形面积定

义正弦后，代数、几何知识密切联系起来，学生的思维能力提升，分析和解决问

题的能力增强了。从测试成绩上也有了明显的表现。



一年后，实验一班和二班在海珠区统一测试中，分别以平均分 140 分和 138

分领先于区平均 91 分的成绩（满分 150 分），在全区 80 个班中为第一名和第八

名。八年级上学期末，又以平均分 136 分和 133 分领先于区平均分 87.76 分，分

列第一和第五。八年级下学期，两班以 145 分和 141 分（区平均分 96.83 分），

分列第一和第三。九年级上学期，两班以 137.5 分和 129.75 分（区平均分 93

分），分列第一和第五。

2015 年中考，两个班的数学成绩平均分别为 131.47 分和 131.11 分，单科

优秀率达到 100%（该校的中考数学成绩单科优秀率 66.91%)。数学素质的提高对

其他各科成绩有了正面影响，这两个班中考总成绩平均分别为733.96和 730.25，

显著超过 4个对比班总平均 664 分，更超过广州市中考总平均成绩 532.50 分。

据实验班的数学老师张东方介绍，使用了调整后的教材结构方案，学生探索

和解题的能力明显提升，尤其是解决综合题的能力大大增强了。有一次测试，全

区有 15 名同学成功解答压轴题，其中有 12 名来自这两个实验班。

有些说法好像把素质教育和应试教育对立起来。其实，真正提高了素质，是

不怕考试的。这一轮实验表明，你按统编教材考，我按自己处理过的体系学，不

跟指挥棒转，反而考得更好。原因就是学生的思考能力上来了，数学素质提高了。

海珠实验中学的教学实验，引起了关注。四川和贵州有些老师对此有了兴趣，

开展了类似的教学实验，效果很好。

2018 年 1 月，由北京师范大学中国教育创新研究院、中国高等教育学会教

育数学专业委员会和广州市教育研究院主办，在广州召开了“教育数学与中小学

课程专题研讨会”来自全国各地的 30 多位数学教育的专家学者和一线教师，听

取了有关“重建三角”的研究和 6年来教学实践情形汇报。与会专家热情地肯定

了这方面的探索，提出了要编写实验教材并逐步扩大教学实验的建议。

目前，由李尚志教授主编的含有重建三角内容的初中实验教材《新思路数学》

已由湖南科学技术出版社出版发行，并在 16 个省近 40 个地市立项在近 200 所学

校进行教学实验。

（四） 反思与展望

这个案例并不具有一般性，但令人惊喜，引人深思。



科普读物和学校教材，各有自己的定位和特色。科普读物浩如烟海，而

教材的体例篇幅和内容严格受限。科普读物的内容如能进入教材，也是稀有

的偶发的特例。但这特例既然可能出现，也自有其理由。

在校学生是科普传媒的广大受众中重要的一个部分。这部分受众一方面

学教材，一方面读科普。教材和科普既然作用于同样的受众，这里就会有联

系，就会相互影响。比如，教师读多了科普，讲课就更生动，学生读多了科

普，正课就理解得更深，回答问题思路就更广，写作文时想象力更强，素材

也更丰富。教师为了教学更出色，会找有关教材内容的科普资料；学生对教

材上的问题想得深入了，就引起读有关主题科普的兴趣。进一步，科普作者

（可能本身就是教师或曾经是教师）会联系教材写作品；教材编者会参考科

普做教材或教辅。于是，教材上语焉不详的东西会成为科普的选题；科普作

品中的精彩创意也有可能进入教材。

当前出书很多，一本科普读物的受众是很有限的。例如，尽管 30 年间我

至少在前述5篇文章和5本书里向读者用各种手法推荐“单位菱形”这个角

色，而且其中有些书先后由两个、三个出版社印行了，了解者依然很少。前

面引用的硕士论文里提到：作者所访谈的 14 位高中教师（是江苏省一所四

星级重点高中呢），其中虽有三位看过我的书并知道有关的机器证明研究和

数学教育软件《超级画板》，但都没有看过或听说过“用单位菱形面积定义

正弦”。由此可见，科普读物受众确实不多。但其中的内容一旦进入教材或

教辅，其传播面将成倍扩大，持续传播的时期将大大延长。

比起教材来，科普读物更为通俗生动。科普读物中富有创意的部分一旦

进入教材，可能为课本添加新鲜血液，推动教学改革。本文前述的教学实验

若能完全成功，其影响将遍及全国两亿青少年，甚至在国际数学教育领域产

生可观的影响。若不能完全成功，相信也会进入教辅教参，并成为数学教育

研究领域热点。

科普和课堂的联系与影响，可能蕴含着科普创作理论研究的许多极有价

值的课题。愿本文提供的案例，引发对这一方面的关注。


