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摘要：时代发展要求教育资源智能化，而不是简单的“电子化”．智能解答能在教育领域得以应用的基本要求是能被人理
解接受，即有很好的可读性．最新研究表明，人类的解答未必是最好的，计算机可能给出让人惊讶的解答．计算机给出的解
答甚至比题干还短，这看似“有悖”常识，但又引起思考，如何知识表示才能尽量简洁而又方便推理．知识的创新表示，要尽
量符合信息时代的要求，同时也可能造成原有知识体系的重新定位．
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1 教育智能化是时代发展的必然要求

2016年 AlphaGo横空出世，击败了人类围棋世界冠军，
人机博弈举世瞩目，言必称“人工智能”的时代已经到
来[1–4]．人工智能研究包含但不限于以下研究课题：自然语
言理解、数据库的智能检索、专家咨询系统、博弈、机器人
学、自动程序设计、定理证明等．这里研究的几何定理机器
证明属于定理证明领域的分支，包括如何让计算机自动出题
以及解答．

解题研究是数学教学中的重要组成部分．学习数学离不
开解题．学生要通过解题练习来掌握数学知识，老师需要通
过试题分析来帮助学生提高．师生们面对各种难题，不会做
怎么办？考试出题人压力更大，总被要求出题要有新意．一
年当中，考试繁多，对题目需求量大，那么多的新题从何
而来？

这些问题存在多年．对于出题人而言，虽绞尽脑汁创新，
但由于受到习惯思维的约束，与已有试题“撞车”也是常事．与
之相对的是，广大师生（甚至包括家长）为解不出题，又找
不到答案而苦恼．因此近十年来，各种题库网站（包括 APP）
如雨后春笋般冒出，如菁优网、魔方格、猿题库、学霸君、
作业帮等，颇受欢迎．其中智能手机的普及和拍照搜题技术
的发展在其中起了很大的推动作用．只是题库再大，毕竟有
限．对题库中没有的题目，就无能为力了．所以，在线题库
相对纸质版的题典，只是题量更大，搜索更便捷．在智能化
方面，并没有本质提升．缺少智能性或智能化程度不高是现
有教学资源的一大通病[5–6]．

因此，利用计算机来研究智能化地命题和解题，很有现
实意义．计算机出题，可不受已有题目的干扰，容易创新．如
同 AlphaGo下棋，很多招法超出人的想象．计算机解题，
则可与已有题库网站形成互补．题库网站主要解决题库已有
题目，而计算机解题系统可解决题库中没有的题目．对于题
库已有题目，计算机解答系统也可以生成解答，对照检验，

看原有解答是否正确，又可给学习者提供多种解答思路．这
也为接下来的自动批改打下基础．

目前从宏观上讨论人工智能与教育应用的文章已经很
多了，这里将分享作者最近从事几何定理机器证明的一些
思考．

2 机器证明可读性是教育应用的基本要求

人工智能发展几十年，发表了海量的学术论文．发展到
一定阶段，需要总结思考．在一些学术会议上，有人提出：
人从小学到中学，读书 12年，到了 18岁成年时，要通过高
考，那么目前的计算机能否通过高考？这需要通过实践来
检验．

中国在 2015年启动了一个有关类人答题的 863项目，
其中包括初等数学的类人答题，要求计算机给出能被高考阅
卷人认可的解答，解答所使用的方法和知识点必须在中小学
课标范围之内．2017年 6月 7日，国产高考机器人挑战北
京卷文科数学以及全国二卷文科数学的考试，分别用时 22
分钟和 10分钟，得分为 105分和 100分．这是一个相当不
错的成绩．这一成绩的取得，与中国科研工作者长期的努力
是分不开的．

1959年，IBM公司的 Gelernter（曾参加 1956年的达特
茅斯会议）等人提出了后推搜索法来解几何题，这一研究是
20世纪 50年代人工智能领域代表性成果之一，大大激发了
人们对定理机器证明的兴趣，确立了其在人工智能研究领域
中的重要地位．但直到 1976年，机器解答几何题还停留在
很初级的阶段，只能解决一些很简单的问题．

1977年，由于吴文俊先生创造性的工作，几何定理机
器证明取得了突破性进展．吴方法能判定几何命题的真假，
但其推理常涉及多达数百项甚至上千项的多项式计算，过程
繁琐，人们难以理解这些多项式的几何意义，或者说证明的
可读性不令人满意，检验起来困难．从学术上来说，吴方法
在理论上立得住，实践中也有章可循，甚至有些简单问题手
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算都可以完成．但从教育应用而言，可读性差严重影响推广
普及．

以吴方法为代表的代数方法大获成功，人们自然希望乘
胜追击，对机器证明提出了更高的要求．在之后多次有关机
器证明的国际学术会议上，都有人提出这样的问题：能不能
由计算机给出易于理解、易于检验的证明，即所谓可读的
证明？

定理的证明应该被同行检验，这是学术惯例．当年四色
问题的机器证明不可读，引发了一场哲学讨论：什么才算一
个数学证明？一般认为是，立足于一系列公理，从概念、定
义、已有定理出发，采用演绎推理，得到新的结论．证明一
方面要说服自己，当解答者理清思路，认识从模糊到清晰，
才可能得出一个推理正确的证明．证明同时也要说服他人．所
以一个好的证明除了推理正确，简洁明了也很重要．毕竟其
他人未必有足够的时间和兴趣来检验你的证明．因此有观点
认为[7]，证明就是某一特定时间，被某一特殊群体接受的解
释．Thomas Tymoczko 认为 [8]，数学证明应该有说服力
（convincing）、可检验（surveyable）、形式化（formalizable）．用
数学同行公认的语言进行表达，是为同行检验提供基础；而
检验的目的则是为了说服同行，得到学术共同体的认可．如
果证明不可检验，形式化的工作白做，也不可能说服同行，
因此可检验非常重要[9]．

是否“易于理解、检验”，是一个模糊概念，因人而异．数
学水平高、知识面丰富的，当然理解能力强．对于教育应用
而言，必须假定读者对象为中学师生．

机器能否生成可读证明？数理逻辑专家王浩先生认为，
机器证明本质是用量的复杂来代替质的困难．吴文俊先生进
一步指出，人作几何题，可根据不同情形找寻不同的巧法，
巧则巧矣，却是一题一法；机器证明要用统一算法解决不同
问题，解题过程不可能简捷．机器证明是用冗繁但有章可循
的计算来代替简捷巧妙但法无定法的推演．

尽管已有权威的论断，但仍然有研究者没有放弃．1992
年，张景中等 [10]提出了面积消点法，实现了“可读证明
（readable proof）”．在当时看来，人能读懂的机器证明，是极
好的了，能与人工证明媲美了．

叶征等[11]认为，几何定理常有图形辅助，阅读证明时需
反复比对证明文本和文本所对图形中的几何元素．如判定三
角形全等，首先要在图形中找到这两个三角形，然后判定这
两个三角形是否大致全等，之后再继续．当证明较长，或几
何图形变复杂，不管是人工证明，还是机器证明，即使所谓
的可读证明也会变得不易阅读和理解．因此提出几何定理可
视证明（visually proof），希望采用计算机图形动画等方式帮
助理解，使得几何证明变得直观．实践表明，这是一种有效
的方式．

问题是，当证明很长时，即便每一步都有几何意义，即
便每一步都有动画辅助，读者依然会感到吃力，难以坚持读
下去．可见，可视证明有助于读者理解证明，但治标不治
本．扬汤止沸，不如釜底抽薪．只有改善证明本身，使其变
得简短易懂，才可能根本解决．

杨路等[12]在攻克不等式机器证明这一难题时，提出了

“明证（certificate）”这一目标，即证明一旦给出，读者无需太
多专业知识，很容易就能判断证明是否正确，甚至是一目了
然的．明证都无需专家审稿，普通读者就能检验．

例如，求证 654256 452 yxyyxyxx  ≥0，只要改写
成如下平方和的形式：

 23223222323 )
30
13

6
5(3)
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1

2
1()

2
12( xyxxyxxyxxyy

6

900
143 x ≥0．

一个不等式，一旦写成平方和的形式，其结论一目了
然．那么，几何问题能否也实现“明证”，一行搞定？

一方面来说，几何问题实现明证，要比不等式容易．因
为不等式涉及“高次”，且变量多．几何题虽有时也涉及“高次”，
但多数情况下是一次、二次；几何题虽从未限定过点、线、
圆的个数，但多数情况下个数都不太多．但从另外角度来说，
几何题要实现明证，又要比不等式难得多．因为不等式（这
里主要指代数不等式）本身就是代数关系式，具备转化变形
的基础．而几何题涉及的几何关系，需要通过转换成代数形
式，才有可能列出希望的“一行等式”．也就是几何题比不等
式多了一道转化手续．解析几何虽能实现几何、代数之间的
转化，但表示几何关系和表示几何关系之间的关系十分繁
琐．因此有必要研究新的几何表示，使得能简洁明了表示几
何关系；又要找到一种比较简单的方法，将几何关系之间连
接起来．

3 信息时代促使知识表示的再创造

一个知识点，往往存在多种表述形式．知识在传递给学
生的时候，很有必要进行批判再加工．这里的批判，主要不
是怀疑这些知识的正确性，而是检查它在教育上的适用性．要
用系统科学的观点，联系前后左右的教学，联系学生的心理
特征与年龄特征，看一看，问一问，哪种反映方式较优？能
不能找到更优或最优的反映方式．

学习几何，可选欧氏几何，或解析几何，或向量几何，
或质点几何，甚至可以创造新的几何体系．哪种方案能更快
更好地完成这一阶段数学教育的任务呢？这需要仔细考
察．在信息时代，还需要考虑该体系是否能被计算机简单地
形式化处理．

以中点为例加以说明．怎么表示点 C是线段 AB的中
点？方法很多．

文字描述：点 C是线段 AB的中点．
图形描述（图 1）：

图 1
欧氏几何描述：AC=CB．但不要漏掉：A、B、C共线，

否则只能说明点 C在线段 AB的中垂线上．

向量几何描述： CBAC  ，这可看作是欧氏描述的改进

版本，用向量符号表示共线的条件；或者是
2
OBOAOC 

 ．

解析几何描述：
2

A B
C

x xx 
 、

2
A B

C
y yy 

 （若涉及高
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维几何则更复杂）．
文字描述和图形描述需要转化成数学符号语言才能运

算、推理．若嫌向量符号麻烦，可把向量看作是终点和起点

之差，则 CBAC  转化为 CBAC  或
2
BAC 

 ．你会

发现这实质是
2
OBOAOC 

 或
2

BA
C

xxx 
 、

2
BA

C
yyy 



的浓缩版．此处字母 X（如 A、B、C等）可看作OX 的省

写，任意点 O为原点．将OX 省写为 X有其道理，因为 A、
B、C三点之间的关系与 O没有关联，O在此处并不提供任
何有价值的信息．

中点如此表示，直线上的其它点也可以此类推，定义为

(1 )C tA t B   ．当
1
2

t  时，即为中点．当
1
3

t  时，即为

三等分点．扩展开去，△ABC 平面上任意点定义为
(1 )P xA yB x y C     ．这样定义的好处是显然的．举几

个简单例子．

中位线定理： 2
2 2

A B A C B C     
 

．

重心定理：
2 1 2 1 2 1

3 3 2 3 3 2 3 3 2 3
A B C A B A C B CC B A    

      ．

用两个恒等式表示两个几何定理，既包括定理的叙述，
同时也是定理的证明．如图 2，△ABC中，D、E、F分别是
三边中点，中位线定理用向量表示则是 BCFE 2 ，即

2
2 2

A B A C B C     
 

．恒等式中用
2

A C
、

2
A B

代替

E、F，显得更加简洁．

图 2

重心定理是指存在点
3

A B C 
在 AD 上，因为

3
A B C  2 1

3 2 3
B C A

  ，此处 2
B CD 

 ，还说明点

3
A B C 

是 AD的三等分点．对于 BE、CF边也会如此．

如研究平行四边形，常用符号□ABCD，但并不能从中
推出平行四边形的任何性质．有时写作 //AB DC，其中“平
行且相等”的符号一般不参与运算，使得 / /和□一样，都只
是死的记号；而只有赋予运算，几何对象才有了转化的可
能．若用向量表示平行四边形： DCAB  ，即 DCAB 

（一组对边平行且相等的四边形是平行四边形）；可化成
DACB  （该平行四边形的另一组对边也平行且相

等）；可化成
2 2

B D A C 
 （该平行四边形的对角线相互平

分）．定理的推导也变得简单，如连接四边形中点得到的中

点四边形是平行四边形，只是一个恒等式
2 2

A B D A 
 =

22
DCCB 




而已．

任意矩形、菱形、正方形的中点四边形分别是什么形
状？只要在中点四边形是平行四边形的基础上，结合恒等式

2 2( ) ( ) ( )( ) 0
2 2 2 2

A B A A C B A B B C B A B C     
       和

2 24( )( ) [( ) ( ) ] 0
2 2 2 2

A B A A C B A B B C B A B C     
      

就可知矩形和菱形的中点四边形分别是菱形和矩形，而正方
形兼具矩形和菱形的特点，则正方形的中点四边形自然也兼
具菱形和矩形的特点，是正方形．

四边形 ABCD是平行四边形的充要条件是：
2 2 2 2 2 2AC BD AB BC CD DA     ，即

2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )B A C B D C A D C A D B          

2( )A B C D    24( )
2 2

A C B D 
  ，最后一步等式变形，

看似只是提取了因数 4，但又得到新命题：四边形 ABCD，
M、N分别是对角线 AC、BD中点，则

2 2 2 2AB BC CD DA   2 2 24AC BD MN   ．
等式简单变形，能得到新的几何性质，说明这一体系易

于扩展，生成新的知识．就是从这样平凡之处着手，建立了
点几何体系[1318]，并实现了多种基于点几何的自动推理算
法，其中以点几何恒等式算法尤为漂亮．

从知识工程[19]的角度来看，知识获取和知识表示是从人
类已有的知识源进行抽取总结，并转化成形式化的知识，便
于用于问题求解．所谓形式化，是指利用计算机能接受并进
行处理的符号和方式来表示人类知识．符号表示是指用符号
和符号结构来表示各种概念和概念之间的关系．知识表示的
选择应满足：① 充分表达领域知识；② 有利于运用知识进
行推理，有利于提高搜索速度及推理效率；③ 便于知识的
维护和管理；④ 便于理解和实现．

建构一种新的几何体系，虽是为教育的目的，但若与计
算机处理知识的方式吻合，则更加符合现代化教育的需求．在
实现点几何解答系统的过程中发现，点几何体系的建立，符
合知识工程的要求．而超过千例的计算机解题实践更是表
明，点几何不仅符合数学直观，能更方便地表达基本几何事
实，而且有助于几何推理的简捷化．下面仅举两例说明．

例 1 如图 3，在□ABCD中，过 A、B、C三点作圆交
BD于 E，过 B、C、D三点作圆交 CA延长线于 F．求证：

CFACBEBD  ．

图 3

证法 1：
[0]：点 B、C、D、F共圆
[1]：∠BFC=∠BDC (0)
[2]：ABCD是平行四边形
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[3]：AB∥CD (2)
[4]：∠DBA=∠BDC (3)
[5]：∠DBA=∠BFC (1 4)
[6]：点 A、B、C、E共圆
[7]：∠AEB=∠FCB (6)
[8]：△ABE∽△BFC (5 7)
[9]：AB/BE=BF/CF (8)
[10]：∠DBF=∠DCF (0)
[11]：∠BAC=∠DCF (3)
[12]：∠BAC=∠DBF (10 11)
[13]：∠FCB=∠FDB (0)
[14]：△ABC∽△BFD (12 13)
[15]：AB/AC=BF/BD (14)
[16]：AC/BD=BE/CF (9 15)

证法 2：设 =0
2

A C
，D B  ， A C  ，

[( )( ) ( )( )] 2( ) 2( )=0B D B E C A C F AC BE FC BD         ．
证法 1基于之前提出的搜索法[10]自动生成，其中行末括

号表示的推理理由，有兴趣的读者可下载“超级画板”尝试体
会．这一证法已经能做到与人的解法媲美．只是演绎推理，
当步骤较长时，阅读起来是吃力的，因为推理环环紧扣，需
要非常认真地对照图形一字一句读下来．相对而言，证法 2
简短很多．证法 2是采用最新研究的点几何恒等式算法．

约定若设 O为原点，记为 0O ， OAOBAB  ，简记为

AB  ， OBOA  简记为 AB．把结论
( )( ) ( )( ) 0B D B E C A C F      ，

用条件中两个四点共圆来表示．读者只要先验证恒等式是成
立的，再弄清楚每一部分成立的原因．这里的推理实现了模
块化处理，而不是零零散散．恒等式生成之后，原命题可以
一变三：□ABCD对角线交于点 O，线段 OD上有点 E，线
段 OA延长线上有点 F，求证： CFACBEBD  ，A、B、
C、E四点共圆，B、C、D、F四点共圆，这 3个条件的任
意两个已知，可推得第三个．

例 2 如图 4，△ABC的边 AB为定长 c，若边 BC的中
线为定长 r，试求顶点 C的轨迹．

解法 1：取中点 O为原点，AB所在直线为 x轴，建立

直角坐标系如图 4，则 ( ,0)
2
cA  ， ( ,0)

2
cB ，设点 ( , )C x y ，

则 BC 中 点 )
2

,
2
2( y
cx

D


， 由 已 知 rAD || ， 得

222 )
2
()

22
2( ryc
cx




，即 222 4)
2
3( rycx  ，所以 C的

轨迹是以 )0,
2
3( c

 为圆心，以 2r为半径的圆．

图 4

解法 2： 2 2( (2 )) 4( )
2

B CC A B A 
    ．

说明：解法 1是人类解法．而在最近的研究中，计算机
输出了解法 2，这是一个惊人的解法，与人类解法形式上很

不相同．从恒等式可看出，若 A、B固定，中线 2
B CA 

 长

固定，则 C的轨迹是圆心为2A B 、半径是 2
2

B CA 
 的

圆．显然点几何恒等式表示更简洁，更揭示问题的实质．

4 几何定理明证引发的思考

思考 1：人类的证明是最好的么？
在 AlphaGo的对战中，人类千百年来积累的千锤百炼

的定式一次次被推翻．AlphaGo也走出了人类公认为坏棋的
招法，但最终效果却很好．棋手们长期形成的围棋观被颠覆，
需要重新思考：什么是好棋，什么是坏棋？

目前研究的机器解答，大多有一个定语，叫类人解答．也
就是希望机器和人生成的解答尽可能类似，甚至是能混淆．这
一方面是很早之前图灵测试的期待，另一方面也是教育应用
的需要．问题是，人类解法也是多样的，有平凡无奇的俗解，
也有构思奇特的巧解，甚至还有妙不可言的神仙手，如同天
外飞仙，超出常人所想．

人类解法之中，有高有低，长期以来人工智能专家追求
的是计算机模仿生成人类的一般解法，因为套路化，方便操
作．智能解答领域，能否像 AlphaGo那样，生成人类感到
惊奇的解法呢．最新的研究表明，这是可能做到的．人给出
的证明未必完美，机器证明可能超过人，给出更漂亮的解
答．基于点几何恒等式算法完成的例题解答有着很好的可读
性，因此具备出版并应用于中学教育的可能．目前已与两家
出版社达成出版意向．华东师范大学出版社出版《点几何解
题》，主要介绍点几何在解数学竞赛题方面的应用．科学出
版社出版《点几何》，主要介绍点几何的教育价值和教育应
用，以及自动推理算法介绍，并辅以翔实案例说明．这两本
书里的题目，大部分来自人工收集，少部分由计算机自动生
成，解答主要由机器完成，人只在其中增加少量连词和分析，
使得读起来更加顺畅．计算机生成对联、诗歌早有先例，此
次生成几何题集，在教育应用中效果如何，拭目以待．

思考 2：解答能否比题干短？如何表示知识是最简
短的？

已有数学家证明，有些定理即使最短的证明也会很长很
长．那么对于一般的初等几何问题，证明最短能短到什么程
度，能否短到与题干一样长，甚至更短？从“常识”来说，题
干由若干条件和结论组成，条件看起来是零散的，条件之间
存在隐藏的逻辑关系，而解答正是要把这些隐藏的逻辑关系
找出来，隐藏关系显现化的过程常常需要引入其它定理来说
明，这样才能将零散的条件（每个条件至少要用一次）串成
一个完整的逻辑链，完成证明．这“必然”使得证明比题干要
长，甚至有的要长几倍，甚至十几倍．一个两三行的几何题，
证明花费一两页的，并不少见．这真的是必然的吗？

最近的研究表明，只要采取一种比较简洁而几何意义丰
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富的知识表示形式，以及找到一种简单的推理方式，是可以
做到解答比题干还短的．推而广之，如何使得知识表示简单
而意义丰富，推理简明容易实现，效率高且易于理解，这是
一项很有研究意义又任重道远的工作．若能成功，即使是某
一领域的部分成功，也能使得现有的推理体系大大简化，人
们对事物之间关系看得更加清楚，大大减轻教与学的负担．

思考 3：新的知识表示方式，可能造成原有的知识体系
重新定位．

近几十年来，为了适应信息时代的需要，世界各国的中
学数学教材都做了相应的改变，主要表现在对传统的初等数
学进行了改造，渗透现代数学思想和方法．20世纪 60年代，
以新数学运动为代表的教育改革运动，喊出了“欧几里得滚
蛋”“打倒欧家店”的口号．英国一位教授认为[20]：“这几十年来，
学生没有学系统的平面几何，英国并没有出现科学人才危
机，可见学不学欧氏几何无关紧要．”欧氏几何当然有其学习

价值．只是信息时代需要学习的内容比以前大大增加了，而
课时有限，如何进一步精简综合学习内容，值得
研究．

欧氏几何自《几何原本》算起，已有两千多年．学习的
难点，是构造千变万化的辅助线，使得图形中出现全等或相
似图形．让学生掌握辅助线的添加，需要花费大量时间，但
对进一步数学学习的用处却并不明显．而最新的点几何恒等
式解题研究，其实质是将几何关系用向量形式表示，然后判
断条件和结论之间是否“线性相关”．也就是表面研究的是初
等几何，实际渗透的是高等代数的思想，为高等数学的学习
打下基础．采用新的知识表示，会使得原来看似不相关的知
识体系变得连通起来，对原来的知识体系的价值也要重新定
位评估．在信息化高速发展的今天，知识体系的改造尽量符
合知识工程的需求也是大势所趋．
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Thinking Inspired by Geometric Machine Certificate
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Abstract: The development of times requires intelligent education resources, rather than simple “electronic”. The basic
requirement that intelligent solutions can be applied in the field of education is that they can be understood and accepted by people,
that is, they have good readability. Our latest research suggests that human solutions are not necessarily the best, and that
computers may offer surprising solutions. The fact that a computer gives a solution even shorter than the stem of the problem
seems “contrary” to common sense, but it also leads to the question of how to represent knowledge in such a way as to be as
concise and convenient as possible for reasoning. The innovation representation of knowledge should conform to the requirements
of the information age as far as possible, and at the same time may cause the repositioning of the original knowledge system.
Key words: artificial intelligence; educational application; geometric theorems; machine certificate; knowledge representation and
reasoning
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